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February 2, 1882. 

THE PRESIDENT (followed by THE TREASURER) in tlie Chair. 

The Presents received were laid on the table, and thanks ordered 
for them. 

Mr. Henry Francis Blanford (elected 1880) was admitted into the 
Society. 

The following Papers were read :— 

I. *' Sor les Snrfaces Homofocales du Second Ordre." By 
Lient-Colonel A. Mannheim, Professor in the ficole Poly- 
tecliniqne. Commnnicated by Dr. HiRST, F.R.S. Received 
January 19, 1882. 

XJn ellipsoide (0) etant donne, on salt que par nn point qiielconque 
de I'espace, on pent faire passer trois snrfaces dn second ordre qui lui 
sont homofocales. La connaissance de I'ellipsoide (0) entrainant la 
connaissance de ces surfaces homofocales, il existe des liaisons geo- 
metriques entre (0 ) et ces surfaces. 

Je me propose d'etablir, parmi ces liaisons, celles qui permettent 
d'obtenir les rayons de conrbure principanx des trois surfaces homo- 
focales. Pour cela, j'appliqnerai d'abord nn theoreme que j'ai eu 
I'honnenr de commnniquer a la Societe Royale (seance du 16 Juin, 
1881) et dont je vais rappeler I'enonce : 

JJn angle de grandeur constante, circonscrit a un ellijpsdide donne et 
dont le "plan est normal a cette surface en cliacun des points de contact des 
cotes de cet angle, se deplace defagon que son sommet reste sur VelUpsoide 
(B) lio'tnofocal a V ellipsoide donne : ce sommet decrit une ligne de cour- 
hure de (E). 

Appelons c le sommet de Tangle mobile, c a, c h, ses deux cotes et a 
et h les points de contact de ces cot^s avec I'ellipsoide (O). L'angle 
a c h n'est autre que Tnne des sections principales du cone circonscrit 
a I'ellipsoide (0) et dont le sommet est c. Si I'on prend un ellipsoide 
homofocal a (O) et si on lui circonscrit de memie nn cone de sommet 
c, on sait que le plan de Tangle a c h est aussi le plan d'une des 
sections principales de ce cone. 

Appelons c a\ c h\ les generatrices qui forment cette section princi- 
paie. On pent de meme considerer une suite d'ellipsoides homofocaux 
a (O) et Ton aura pour chacun d'eux des droites telles qne c a, c h^ 
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'C a', c h', &G. D'apres ce que nous venous de rappeler, toutes ces droites 
sont dans le meme plan, a c h. 

Par le point c (fig. 1), elevons la droite Gr perpendiculairement an 
plan a ch, Les droites e a, ch, G forment un triedre, que nous allons 
entrainer en m^me temps que Tangle a g h et qui reste de grandeur 
invariable pendant le deplacement de cet angle. La droite Gr, ainsi 
entrainee, reste tangente en son point c a la ligne de courbure E 
decrite par ce point. 

La caracteristique du plan de la face (c a, G) est la droite c a, car 
cette droite passe par les points ou cette face touche E et Fellipsoide 
(0). Le lieu des positions du cote c a est alors la surface developpable 
enveloppe du plan (g a, Gr). Nous appellerons (a) la courbe, lieu des 
points de contact, tels que a, de cette surface developpable et de (0). 

Prenons cette courbe (a) coname directrice d'une normalie a 
Tellipsoide donne. Pendant le deplacement du triedre le plan a c b 
contient successivement une generatrice de cette normalie. Sa 
caracteristique passe alors par le point «, oil il touche cette normalie. 
Mais la tangente en a a (a) et la tangente a c sont deux tangentes 
conjuguees relativement a (O) ; le plan a c h est alors un plan central 
de la normalie et le point oc est le point central pour la generatrice 
-a a de cette surface. 

Le point a est aussi le centre de courbure de la courbe de contour 
apparent de Fellipsoide (0) projete du point c sur un plan mene en a 
perpendiculairement a g a.^ De meme, en considerant des ellipsoides 
homof ocaux a rellipsoide (0) on aura pour les points a\ o!' . . . .des 
centres de courbure a', d' . . . . tels que a,. Tons ces points sont 
aussi sur la caracteristique du plan a ch, c'6)st-a-dire qu'ils appartien- 
nent a une meme droite. 

Ce que nous venons de dire est applicable aux centres de courbure 
correspondant aux points Z>', &".... tels que Z>, Nous avons alors ce 
theoreme : 

JjQs centres de courhure des eourhes de contour apparent d'une suite d^ el- 
lipsoides homofocaux, projetes coniquement d'un meme point c sur des 
plans issus des points Qj, 2b .... b, b' ... . et perpendiculaires respee- 
tivement aux tangentes c a, c a' . . . . c b, c b' . . . . qui sont dans 
un meme plan douhlement normal a ces ellipsoides, appartiennent a une 
meme droite. 

Nous appellerons 1 cette droite (fig. 1). Puisque la droite 1 est 
la caracteristique du plan mobile (X c 5, et que ce plan reste constam- 
ment normal a la courbe E, nous voyons que : 

La droite 1 est Vaxe de courhure de la courbe E. 

Et alors : — 

Le point 7^, oil elle rencontre la normale en c a V ellipso'ide (E) est Tun 
■des centres de courbure principaux de cette surface, 

* Voir mon " Cours de Greometrie Descriptive," p. 300 et suivantes. 

^ A i!i 
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Fig, 1. 




La coiirbe E est rintersection de cet ellipsoide et d'un hyperboloide 
bomofocal (D), Jjct clroite 1 rencontre alors la normale en c a cet hyper- 
holoule en un point S^, qui est im centre de conrhure principal de cet 
Jiyj^erholo'ide. 

Nous n'avons considere jnsqii'a present que Tangle a c h, section 
principale du cone de sommet c circonscrit a Tellipsoide (0). Prenons 
maintenant Tautre section principale, % c h^^ de ce cone et supposons 
qu'on deplace le sommet e sur Tellipsoide (E), de fagon que Tangle 
a^ c \ reste de grandeur constante ; le plan de cet angle restant toujours 
doublement normal a cet ellipsoide. Le sommet c decrit alors sur (E) 
la ligne de courbnre E' de cette surface et en raisonnant comme pre- 
cedemment nous determinons la droite 2, axe de courbure de E^ 

La droite 2 rencontre ati point 7.3 la normale en c d Vellipso'ide (E), et 
au point rji la normale en c a VJiyperholoide (H) liomofocal a (0), et qui 
coujpe (E) sidvant la ligne de courhure W. Les points 7^ et tjj sont des- 
centres de courhiire principaux, 

Au moyen des droites 1 et 2 nous avons done determine les deux 
centres de courbure principaux 7^^, 73 de Tellipsoide (E), et le probleme 
de la determination des elements de courbure de cette surface est ainsi 
acbeve. 

II n'en est pas de memo pour les byperbolo'ides (D) et (H). 

Pour cbacune de ces surfaces nous n'avons encore defcermine qu'un 
seul centre de courbure principal : occupons nous maintenant de 
determiner les deux autres. 



L'illustre OliasleSj dans son 'Resume d\me tlieorie des surfaces du 
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second ordre homofocales^* est arrive an theoreme suivant, qu'il enonce 
ainsi : 

Btant donnees detm surfaces homofocales A et A^ ; si on leur circonscrit 
deim cones ay ant le meme sommet: la cowrbe de contact de la surface A 
sera lafocale dhme siirface inscrite dans A' suwant la coiwhede contact de 
^celle-ci. 

Appelons (S) la surface ainsi inscrite dans A' et menons par le 
;Sommet dn cone iin plan secant. La section faite dans (S) par ce 
plan est doublement tangente a la section faite dans A' par ce mdme 
plan. Oeci est vrai, quel que soit le plan secant ; il en resulte, lorsqne 
le sommet du cone vient sur A^, que : 

Bi Von a une surface du second ordre A et im cSne qui Iwl soit circon- 
scrit^ la surface du second ordre (S), qui a pour focale la courhe de con- 
tact de A et de ce cone, et qui est tangente au sommet de ce cone a une 
■surface homofocale a A, a, avec cette surface en ce point, un contact du, 
troisieme ordre. 

Supposons que le sommet du cone soit dans Fun des plans prin- 
paux de A; la courbe de contact de A et de ce cone, c'est-a-dire la 
focale de (S), est alors rencontree normalement par ce plan principal ; 
'Ces points de rencontre avec ce plan principal sent alors les foyers de 
la section faite dans (S) par ce plan. Nous sommes alors amenes au 
tMoreme suivant, qui a deja ete enonce ainsi par M. Faure.f 

JDeux coniqttes homofocales Stant donnees, si, cVun point m de Ihme, on 
meme detox tangentes a, V autre et que Von trace une conique passant par 
le point m et ayant pour foyers ces points de contact, elle aura avec la 
premiere un contact du troisieme ordre au point m. 

Reprenons maintenant I'ellipsoide (0) et Fellipsoide (E) qui lui est 
homofocal. Projetons ces surfaces sur le plan {a c h) qui est le plan 
d'une section principale de (E). En vertu d'un the ore me connu, les 
lignes de contour apparent de (O) et de (E) sur ce plan sent deux 
•courbes homofocales. Mais la ligne de contour apparent de (B) a, 
pour rayon de courbure en e, le rayon de courbure principal, cy^ de 
(B) : on aura done ce rayon c^2 en appliquant le tlieoreme de Baure. 
Voici la construction qui, sur le plan (a c h) donne ce rayon de cour- 
bure: au point a on eleve une perpendiculaire k a c. Du point oil 
cette droite rencontre la normale c^^i on eleve une perpendiculaire a 
cette normale. Gette perpendiculaire rencontre c a en un point que 
Ton joint par une droite au point obtenu de la meme maniere sur c h ; 
cette droite rencontre la normale Cfy^ au point fyg qui est le centre de 
courbure cbercbe. 

On construit de la meme maniere sur la normale cB^ le centre de 

* " Comptes Eendiis des Seances de FAcademie des Sciences/' Seances des 11 et 
18 Juin, 1860. 

t " Becueil de Th^oremes relatifs aux Sections Coni<ines." Far M. H. Eaure. 
(Paris: Gfaxitliier-Villars. 1867.) 
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conrbure ^o ^^ I'hyperbole qui a potir foyers a et h, et qui passe par le 
point c. Ce point ^^ est tin centre de courbure principal de I'hyper- 
bolo'ide (D). 

En faisant usage des points a^, hi, on retrouve le centre de courbure 
72 et on determine sur la normale crji le centre de courbure principal 
f^ de Fhyperboloide (H). 

Nous avons done determine les centres de courbure principaux ^2, 9^2 
qui nous restaient a trouver. 

La droite ^2? '^2 est Vaxe de courbure de la courhe dHntersection D des 
deux hyperholoides (D) et (H). 

Comme on a pu le remarquer, en meme temps que nous deter minions^ 
les points ^2j v^ nous avons retrouve les centres de courbure principaux 
de Tellipsoide (E). 

Ces points 72, 73 etablissent done une liaison entre les constructions 
resultant des deux theoremes absolument differents d'on nous sommes 
partis. Yerifions directement cette liaison et pour cela demontrons- 
deux lemmos. 

1". On donne tm angle men (fig. 2) et tm ^oint fixe i de sa hissec- 
trice. Par le foint i ou mhie la transversale m n et des points m, n, on 
Sieve respectivement des perpendiculaires aux cotes de V angle. Ges per-' 
pendiculaires rencontrent la hissectrice aux joints ni', n' : le corijugue' 
har^noiiique V de c, par rapport a m', n' est le meme quelle qive soit la 
transversale m n, 

rj^ rn : 1,12. COS OC 

till etiet, on a — + — = ; — ; 

cm en ci 

en appelant a. la moitie de Tangle donne. II resulte de la : 

11 __2.C0Sa 

cm' cos . OS, en' cos . a. ci 

-,, ^ 1,1 2cos^fle 
dou — _+— = -. — . 

cm! en ci 

/ V 2 
Mais le premier membre de cette egalite est egal a — ^, on a done 

ci 

., ci 

CI =- 



COS'^ a. 



Cette valeur de ci etant independante de la direction de m n, le 
lemme est demontre. 

2°. On donne deux angles m c n, m" c n" (fig. 2) ayant meme sommete 
et meme hissectrice c i. Dii point fixe i on inene une transversale m n qui 
rencontre les cotes de Vun des angles en m, n. De ces points on Sieve 
respectiv&ment a ces cotes les perpendic^daires m m'^, n n''. Ges droites 
rencontrent les cotes du second angle en m!\ n' : la droite m'^ n'^ coupe la 
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Fia. 2. 




hissectrice ci en un point i" qui reste fixe, lorsque m n tourne autoiir 
de i. 

-r^ Of , 1,12. cos CC 

En eiiet, on a : — + — ■=^ ; — 

cm en c% 

-,, ^ 1,1 2 COS a. COS (<x—'0) 

aou — JJ + — ^= ; — ^ — ^^, 

cm en ci 



en appelant ^ la moitie de Tangle m en' . 

Mais le premier membre de cette egalite est egal a ~~. On 

1 _cos a . cos (a— y3) 



. — a 



done 



ci" ci . cosyS 



Cette valenr de ci" etant independante de la direction de m 7^, le 
second lemme est demontre. 

E-eprenons le cone circonscrit a (0) et dont le sommet est c (fig. 1). 
Appelons I le point oil le plan (a h, a^ h-^) rencontre la normale C71. 
Faisons tourner le plan a^ e b^ antour de c Z pour le faire co'incider avec 
le plan act. Designons par w Tangle I ca et par w^ Tangle Z c Oj ; nous 
supposerons w plus grand que ojj^. Ainsi amenes en coincidence les 
angles a e h, a^ c h^ ferment, sur le plan a c b, une figure analogue 
a la figure (2). 

II resulte du second lemme que le centre de courbure r^^ pent 
s'obtenir, comme precedemment, en menant sur le plan a c b et par le 
point Z une droite quelconque. Prenons alors la trans versale menee 
par le point Z perpendiculairement k c I. Cette droite rencontre les 
cotes de Tangle a c b aux extremites du grand axe de Tellipse qui 
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resulte de I'mtersection du cone et d'un plan, issu dn point I et per- 
pendiculaire a c I. Appelons (T) cette ellipse de centre I. 

Les demi-axes de Fellipse sont egaux a c Z tang w, c Z tang wi. Le rayon 
de conrbure p de cette courbe a I'extremite du grand axe est alors egal a 
cl tang^ W]^ 
tang w . 

D^apres le second lemme le centre de courbure principal du cone 
€orrespondant a I'extremite du grand axe de (I) se projette sur c Z au 
point 72*- 

On a alors 07^^ = cZ + ^7]^ = cZ + p tang w, 

et en introduisant la valeur de p, il vient : 

cl 



C7r 



Q 



COS'" w^ 



Mais cette valeur de 07^^, on I'obtient directement d'apres le premier 
lemme en prenant la section principale dj c &j ; la verification que 
nous nous proposions de faire est done achevee. 

Nous avons en outre les expressions des rayons de courbure princi- 
paux des surfaces bomofocales a (0), ainsi : 

cl cl 

COS"^ CfJi cos^w 

De la meme maniere en appelant V et Z" les points de rencontre du 
plan {ah, a^ h{) avec les normales cd^, cyi on a : 

, cl' cV 



Pour determiner ch^ et crj^', nous n'avons qu'a considerer le demi- 
angle compris entre les asymptotes de T ellipse (Z). Appelons (p cet 
angle. On a : 

tang3 cty^Z^^^^l^^-^J^J!!^ 
cP tangS w tangS w 

-, J N o / tansf^ It) 

d ou cos^0=: . 2.. J 

tang^ tv — tang3 ^^^^ 

et par suite 

^ _ cZ' (tang^ li) — tang2 w j) __ cZ''(tang2 w -— tang^ w^ ) 

tang2 1^ ' tang^ w^ 

II faut remarquer que ^3 et le point V sont par rapport a c d'un 
meme cote sur la normale cV, et que le centre de courbure ^j est de 
cote different si nous supposons que B^ et ^2 soient les centres de cour- 

'^ Cette perpendiculaire a c? qui donne le point y^ remplace la droite 1, dont nous 
^vons parle precedemment. 
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bnre principaux de rhyperbolo'ide a une nappe (D) qui est une 
surface a courbures opposees. 

Au moyen de ces valeurs, on verifie tout de suite le theoreme de 
Lame qui consiste en ce que le ^roduit c^^ '^ ^^2 ^ ^^1 ^^^ ^9^^ ^ moins le 
jOTOchiit C72 X c^]^ X C73. 

Puisque les rayons de courbure principaux 07^^, cvo ne dependent que 
du segment cZ et des angles compris entre les generatrices qui 
ferment les sections principales du cone de sommet c, on a le theoreme 
suivant : 

On donne un cone du second ordre de sommet c, tin point 1 sur Vun de 
■ses axes, et jpar ce point on mene un plan arhitraire qui coupe le cone 
suivant ii'iie certaine courhe. Le long de cette courbe on inscrit dans le 
cone une surface du second ordre quelconque, et Von construit la surface 
homofocale a celle-ci qui passe en c et qui a pour normale en ce point la 
droite cl. Gette surface et toutes les surfaces analogues, que Von ohtient 
en faisant varier le plan secant mene par 1 et les surfaces du second ordre 
inscrites, sont osculatrices entr^elles au point c. 

Reprenons la ligne de courbure B de rellipsoide (E), cette ligne 
etant le lieu du sommet de Tangle constant a c 6, il resulte de 1' ex- 
pression de C72 que : 

Les rayons de courbure tels que 07^ des sections faites dans (E) par des 
plans norinaux a E sont proportionnels aux segments tels que c 1. 

La ligne de courbure E pent etre engendree, comme nous I'avons dit 
en commen^ant, en employant Tun quelconque des ellipsoides liomo- 
focaux a (0). Parmi ceux-ci nous pouvons prendre celui qui, limite 
.a Tellipse focale de (E), est infiniment aplati et appliquer le resultat 
precedent. Nous voyons aiors que : 

Les rayons de courbure, tels que C72, des sections faites dans (B) par 
des plans normaux a E sont proportionnels aux segments compris sur ces 
rayons entre les ^^oints de E et les points ou ces rayons rencontrent le plan 
de V ellipse focale c^e (E). 

Oomme les plans principaux d'un ellipsoide determinent sur une 
normale quelconque de cette surface des segments proportionnels, on 
pent remplacer dans cet enonce le plan de V ellipse focale par Vun quel- 
conque des plans principaux- de Vellipso'ide. 

Appelons n le point ou la normale c I rencontre le plan de I'ellipse 
focale de (E). Puisque les rayons de courbure tels que C72 pour les 
points de E sont proportionnels a cl et a en, ces segments, sont pro- 
portionnels entr'eux. On a alors ce theoreme : 

Les normales a (E), issues des points de E, sont partagees par les 
plans polaires de ces points pris par Q'apport a des ellipsoides ho^nofocaux 
a (E), en segments proportionnels. 

Cherchons comment varient pour les points de E les rayons de cour- 
bure, tels que 07^, des sections faites dans (E) par des plans normaux 
.a cette surface et tangents a E. 
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On salt, depiiis Dupin,* que le produit des rajons de courbure 
principanx en un point d'nne surface de second ordre est inyerse- 
ment proportionnel a la qnatrieme puissance de la distance du centre 
de la surface au plan tangent en ce point. 

Appelons o p la perpendiculaire abaissee de o sur le plan tangent en 

c a (B). On a alors c^{^ x c^^-=:--r=i — 

op"* 

Et comme le produit opx c??.= const®, on a done 

c^ji X C73= const® X ot^'. 

Mais pour les points de E les rayons de courbure tels que C72 sent 
proportionnels ken; d'apres cela nous retrouvons ce theoreme connu. 

Les rayons de courhure, tels que o 75^, des sections faites dans 1^ par des 
plans normaum a cette surface et tangents a E, sont 'proportionnels au cube 
des nor males issues des points de cette courhe.f 

Et comme — est constant pour les points de E, nous ajoutons : 

Ces rayons de courbure sont aussi proportionnels aux cid)es des segments 
tels que c L 

D'apres cela on pent ecrire : 

d 



COS^ tt^i 



const Xc^^, 



1 
d'oii cZx costt^2=:const^ Ainsi: 

Les projections des segments tels que 1 sur les droites telles que c a^,. 
sont de grandeur constante, qttelle que soil la position de c sur E. 

La ligne de courbure E pent etre prise dans I'un des plans princi- 
paux de (E) ; on voit ainsi que ce tlieoreme s'applique a deux coniques 
homofocales. 

Prenons arbitrairement un ellipsoide bomofocal a (O). Soit, dans le 
plan a^ c bi la generatrice c a^ du cone de sommet c qui est circonscrit 
a cette surface. On a 

cl cL 

COS-^ 00 ^ COS^ o^o 

en appelant c li et w.3 les elements relatifs a cette surface et qui sont 

analogues a c Z et w^. Mais c li est proportionnelle a c n. Done le 

cl 
rapport — est constant pour les points de E. On voit alors que 

CL-t 

1.=: const® ; ou en prenant les complements des angles : 

cos Wc^ 

^ " Deyeloppeiiients de Gfeometriej" p. 212. 

f De ce tlieoreme resulte facilement que : — Leslignes de contour af parent de (E), 
projete orthogonalement stir des plans normaux a cette surface et tangents a E, sont 
des ellipses de meme aire. 
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Les droites telles que c a|, c n^, font aveo le plan tangent en c a (E) des 
angles dont le rapport des sinus est constant, quelle que soit la position de 
c sur E. 

Oe tlbeoreme etant Trai ponr la ligne de courbure de (E), qui est 
dans I'un des plans principaiix de cette surface, s'applique a des 
coniques homofocales ; par consequent : 

Etant donnees trois coniqiies homofoeales, si d^un point c de Vune, on 
mene une tangente a chacune des deux autres : le rapport des sinus des 
angles, que ces tangentes font avec la tangente en c a la premiere, est con- 
stant, quelle que soit la position de c sur cette courhe. 

Yoici encore un moyen de faire voir comment sont lies entr'eux les 
centres de courbure principaux des trois surfaces homofoeales a (O) 
qui passent par c. 

Dans le plan {a c h) les points 73 et ^2 sont les centres de courbure 
de deux coniques qui ont pour foyers les points a et h, et qui passent 
par c. On sait alors* que le point ^3, relatif a I'une de ses courbes, est 
le pole de la droite c 73 par rapport a Fautre courbe. II resulte de la 
que la droite 73 ^3 est perpendiculaire a la droite qu'on obtient en 
prenant la symetrique, par rapport a c 73, de la projection du diametre 
o c sur le plan (a c h) .f 

De meme pour la droite 7^ B^, elle est perpendiculaire au symetrique^ 
par rapport a la normal e c I, de la projection sur le plan a^ c h^ du 
meme diametre o c. On peut alors dire : 

lies droites 7^ \, 73 ^3, soni perpendiculaires a la direction suivant 
laquelle le diametre o c serait reflechi en c si la surface (E) etait refie- 
chissante. 



II. " On Measuring the relative Thermal Intensity of the Sun,, 
and on a Self-Registering Instrument for that Purpose." 
By E. Frankland, D.C.L. , F.R.S. Received January 24^ 

1882, 

The thermometric estimation of relative solar intensityj according 
to the best known means, requires first the determination of the 
temperature of the air—so-called shade temperature — and secondly^ 
and simultaneously, that of a thermometer with a blackened bulb 
placed in vacuo in the sunshine — sun temperature : the difference 

* Voir " Treatise on Conic Sections." By Ect. Gr. Sahnon. (6th edition, p. 56.) 
f Pour arriver a ce resultat, il suffit d'appliqner au point ^2 ^e la tangente cd^f ce- 
theoreme dti a M. Bibauconr ; — " B'nn point m, pris arbitrairement sur la tangente 
en c? a une conique, on abaisse des perpendiculaires sur la polaire de m et sur le dia- 
metre aboutissant en c, elles interceptent, sar la normale en c, un segment egal au 
rayon de courbure en ce point." 



